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ZA´RO´JELENTE´S
KUTATA´SI EREDME´NYEK TE´MAKO¨RO¨K SZERINT
Ve´letlen bolyonga´s, Wiener folyamat, addit´ıv funkciona´lok
Erdo˝s Pa´l ma ma´r klasszikusnak sza´mı´to´ dolgozatai (A. Dvoretzky e´s S. J.
Taylor ta´rsszerzo˝kkel) meghata´rozta´k a bolyonga´s loka´lis ideje´nek alapveto˝ tulaj-
donsa´gait. Azo´ta sokan foglalkoztak az eredme´nyek tova´bbfejleszte´se´vel, sza´mos
nyitott proble´ma´t hagyva. A jelen kutata´s kerete´ben ne´ha´ny ilyen proble´ma´val
foglalkoztunk.
Ismeretes, hogy az egyszeru˝ szimmetrikus bolyonga´s 1 e´s 2 dimenzio´ban rekur-
rens, magasabb dimenzio´ban tranziens. A [8] dolgozatban vizsga´ltuk az 1 dimen-
zio´s egyszeru˝ aszimmetrikus bolyonga´st, amikor az a´tmenetvalo´sz´ınu˝se´gek a hely-
to˝l fu¨ggetlenek. Ezen tranziens bolyonga´s maxima´lis loka´lis ideje´nek aszimptotikus
tulajdonsa´gait vizsga´ltuk, amelyek hasonlo´ak a 3 dimenzio´s szimmetrikus bo-
lyonga´s maxima´lis loka´lis ideje´nek tulajdonsa´gaihoz. A [17] dolgozatban vizsga´ltuk
a nehezebb esetet, mikor az a´tmenetvalo´sz´ınu˝se´gek fu¨ggenek a helyto˝l. Meghata´-
roztuk ezen bolyonga´s loka´lis ideje´nek pontos eloszla´sa´t, ill. hata´reloszla´sa´t. A
[18] dolgozatban felte´teleket adtunk arra, hogy ez a bolyonga´s Bessel folyamattal
ko¨zel´ıtheto˝ az ero˝s approxima´cio´ e´rtelme´ben. A [31] dolgozatban ezen bolyonga´s
elva´laszto´ pontjait vizsga´ltuk, krite´riumot adva arra, hogy milyen felte´telek mellett
le´tezik ve´ges sok, ill. ve´gtelen sok elva´laszto´ pont (cutpoint).
A [15] dolgozatban ero˝s approxima´cio´t bizony´ıtottunk az 1 dimenzio´s szim-
metrikus bolyonga´s u´n. centra´lt loka´lis ideje´re, a ξ(k, n)− ξ(0, n) mennyise´gekre.
A kapott hata´rfolyamat 1 e´s 2 parame´teres Wiener folyamatok kombina´cio´ja.
A [14] elo˝ada´sban, valamint a [30] e´s [44] dolgozatokban az u´n. s´ıkbeli fe´su˝
struktu´ra´n to¨rte´no˝ bolyonga´s tulajdonsa´gaival foglalkoztunk. Az a´tmenetvalo´sz´ı-
nu˝se´gek itt fu¨ggenek a helyto˝l oly mo´don, hogy v´ızszintes le´pe´sek csak az x-
tengelyen to¨rte´nhetnek, ma´shol csak fu¨ggo˝legesen le´phet a bolyongo´ re´szecske.
Az ilyen jellegu˝ bolyonga´sok, amelyek az u´n. anizotropikus bolyonga´s specia´lis
esetei, fizikai alkalmaza´sokna´l meru¨ltek fel. [14]-ben ero˝s approxima´cio´t e´s annak
ko¨vetkezme´nyeit vizsga´ljuk, [30]-ban e´s [43]-ban ezen bolyonga´s loka´lis ideje´vel,
ill. egy a kora´bbiakna´l a´ltala´nosabb modellel foglalkozunk. A [43] elo˝ada´sban
vizsga´ljuk a s´ıkon, ill. fe´su˝n to¨rte´no˝ bolyonga´s kevere´ke´t oly mo´don, hogy vizszintes
le´pe´sek csak a felso˝ fe´ls´ıkon, mı´g fu¨ggo˝leges le´pe´sek az ege´sz s´ıkon to¨rte´nhetnek.
1
A´ltala´nosabb anizotropikus bolyonga´ssal foglalkoztunk a [45] dolgozatban,
ahol s´ıkbeli bolyonga´st vizsga´ltunk helyto˝l fg¨go˝ a´tmenet valo´sz´ınu˝se´gekkel. Heyde
(1982) a´ltal adott felte´telek mellett ero˝s approxima´cio´t adtunk a bolyonga´s kom-
ponenseire e´s vizsga´ltuk a loka´lis ido˝ tulajdonsa´gait.
A [33] dolgozatban a ke´tparame´teres bolyonga´s 0-helyeinek aszimptotikus tu-
lajdonsa´gait vizsga´ltuk, azokra majdnem biztos hata´re´rte´kte´teleket adtunk meg.
Megmutattuk, hogy N le´pe´sben a 0-helyek sza´ma ko¨zel linea´ris, az a´tlo´k mente´n
viszont logaritmikus nagysa´grendu˝.
A [35] dolgozatban a leghosszabb tiszta fej hossza´t vizsga´ltuk kontinuum
sza´mossa´gu´ fej-´ıra´s sorozatok esete´n, az irodalomban dinamikus modellke´nt ismert
felte´telek mellett. Ezek Erdo˝s-Re´nyi, ill. Erdo˝s-Re´ve´sz statikus esetre vonatkozo´
eredme´nyeinek kiterjeszte´sei.
Ero˝s approxima´cio´ fu¨ggo˝ folyamatokra
Komlo´s, Major e´s Tusna´dy (1975) alapveto˝ eredme´nyei optima´lis Wiener
ko¨zel´ıte´st adnak fu¨ggetlen, azonos eloszla´su´ valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k re´szleto¨sszegei-
re. E te´telek a valo´sz´ınu˝se´gsza´mı´ta´s e´s statisztika leghate´konyabb eszko¨zei ko¨ze´
tartoznak, e´s fu¨ggo˝ valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´kra vonatkozo´ kiterjeszte´su¨knek rendk´ıvu¨l
fontos ko¨vetkezme´nyei lenne´nek. Az elso˝ fu¨ggo˝ KMT t´ıpusu´ eredme´nyt Wu (2007)
bizony´ıtotta be, aki megmutatta, hogy Bernoulli shift alakban elo˝a´ll´ıthato´ e´s
ve´ges p-edik momentummal (2 < p ≤ 4) rendelkezo˝ (Xn) staciona´rius folya-
matok egy ta´g oszta´lya´ra igaz az 1 valo´sz´ınu˝se´gu˝ Sn = W (cn) + o(n
1/p(logn)γ)
approxima´cio´. A bizony´ıta´s a Skorohod bea´gyaza´si te´telen alapul, e´s p > 4
momentum le´teze´se esete´n sem ad jobb hibatagot, mint O(n1/4). [41] dolgo-
zatunkban megmutattuk, hogy az approxima´cio´ban megengedve egy ma´sodik, az
elso˝ne´l kisebb ska´la´za´su´ Wiener folyamatot is, tetszo˝leges p > 2 esete´n majdnem
ele´rheto˝ a o(n1/p) KMT hibatag. Megmutattuk azt is, hogy egy ilyen ke´ttagu´
approxima´cio´s te´tel ko¨vetkezme´nyei le´nyege´ben azonosak az eredeti KMT app-
roxima´cio´te´tel ko¨vetkezme´nyeivel. Ennek illusztra´la´sa´ra to¨bb u´j eredme´nyt iga-
zoltunk staciona´rius folyamatok ro¨vid intervallumokon valo´ ingadoza´saira, vala-
mint staciona´rius folyamatok parame´terva´ltoza´sa´nak tesztele´se´re u´n. ”epidemic”
alternat´ıva mellett.
[12] dolgozatunkban fu¨ggo˝ staciona´rius folyamatok empirikus folyamata´nak
Gauss approxima´cio´ja´val foglalkoztunk, me´gpedig a Kiefer fe´le, ke´tdimenzio´s eset-
ben. A te´telben feltett kevere´si felte´tel egyszeru˝bb, mint a szoka´sos egyenletes
kevere´si felte´telek (α, β, φ, ρ, stb. mixing) e´s nemlinea´ris ido˝sorok ta´g oszta´lyaira
(ARCH, GARCH t´ıpusu´ folyamatok e´s a´ltala´nos´ıta´saik) teljesu¨l. Eredme´nyeink
ı´gy igen jo´l alkalmazhato´k az ido˝sorok statisztika´ja´ban.
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He´zagos sorok
Ismeretes, hogy a´ltala´nos fu¨ggve´nysorozatok ritka re´szsorozatai u´gy viselked-
nek, mint fu¨ggetlen valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k. I´gy pe´lda´ul, ha (nk)k≥1 kiele´g´ıti az
nk+1/nk ≥ q > 1 (k = 1, 2, . . .) Hadamard he´zagfelte´telt, akkor a (cosnkx)k≥1
sorozatra teljesu¨l a centra´lis hata´reloszla´ste´tel, itera´lt logaritmus te´tel e´s sza´mos
ma´s, fu¨ggetlen valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´kra vonatkozo´ eredme´ny. Hasonlo´ jelense´gek
e´rve´nyesek ma´s ortogona´lis rendszerekre, valamint az f(nx) rendszerre, ahol f
egy periodikus me´rheto˝ fu¨ggve´ny. A fu¨ggetlen va´ltozo´kkal valo´ analo´gia azon-
ban nem teljes, e´s az f(nkx) sorozat aszimptotikus tulajdonsa´gai az (nk)k≥1
sorozat sza´melme´leti tulajdonsa´gaito´l is le´nyegesen fu¨ggnek. Igy pl. Kac (1946)
egy nevezetes eredme´nye szerint sima periodikus f fu¨ggve´ny esete´n az f(2kx)
sorozatra teljesu¨l a centra´lis hata´reloszla´ste´tel, ugyanakkor Erdo˝s e´s Fortet (1949)
megmutatta´k, hogy ez nem igaz az f((2k − 1)x) sorozatra. Mint az Salem e´s
Zygmund, Erdo˝s e´s Gaposhkin alapveto˝ munka´ibo´l kideru¨l, az f(nkx) sorozat
viselkede´se szorosan o¨sszefu¨gg az a1nk1 + · · ·+ apnkp = b alaku´ diofantoszi egyen-
letek megolda´ssza´ma´val, de a felle´po˝ kombinatorikai e´s sza´melme´leti nehe´zse´gek
ko¨vetkezte´ben a megolda´ssza´m e´s a sztochasztikus jelense´gek ko¨zo¨tti pontos kap-
csolat a legto¨bb esetben a mai napig ismeretlen maradt. Egy fontos e´s nehe´z
eset az {nkx} sorozat diszkrepancia´ja, melyre Hadamard he´zagok esete´n teljesu¨l
az itera´lt logaritmus te´tel (Philipp 1975), de a te´telben szereplo˝ limsup e´rte´ke
a´ltala´ban ku¨lo¨nbo¨zik a fu¨ggetlen va´ltozo´k esete´n felle´po˝ 1/2 e´rte´kto˝l (Fukuyama
2008) e´s egyszeru˝ esetekto˝l eltekintve ismeretlen.
A fenti ke´rde´sko¨rrel foglalkoztunk [7], [10], [25], [26], [36], [37], [40] dol-
gozatainkban, e´s to¨bb ira´nyban sikeru¨lt le´nyeges halada´st ele´rnu¨nk. [25]-ben
Hadamard he´zagok esete´n szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges diofantoszi felte´telt adtunk arra,
hogy az f(nkx) sorozatra teljesu¨ljo¨n a centra´lis hata´reloszla´ste´tel, megoldva ezzel
az elme´let egy 60 e´ve nyitott ke´rde´se´t. [10]-ben az (nk) sorozat diszkrepancia´ja´nak
viselkede´se´vel foglalkoztunk exponencia´lisna´l lassabban no¨vo˝ (azaz a Hadamard
he´zagfelte´telt nem kiele´g´ıto˝) (nk) sorozat esete´n. Ilyen esetekben az itera´lt loga-
ritmus te´tel nem teljesu¨l (Berkes e´s Philipp, 1994); [10]-ben megmutattuk, hogy a
diszkrepancia nagysa´grendje isme´t csak az nk sorozat aritmetikai tulajdonsa´gaito´l
fu¨gg. Nemre´giben Fukuyama (2009) azt a paradox jelense´get figyelte meg, hogy az
f(2kx) sorozatra e´rve´nyes centra´lis hata´reloszla´ste´tel a sorozat alkalmas permuta´-
cio´ja uta´n megszu˝nik. A he´zagos sorok fu¨ggetlen va´ltozo´khoz valo´ hasonlo´sa´ga
alapja´n ez egy rendk´ıvu¨l meglepo˝ jelense´g. [37] dolgozatunkban a centra´lis hata´r-
eloszla´ste´tel e´s itera´lt logaritmus te´tel permuta´cio´-invariancia´ja´ra adtunk pontos
diofantoszi felte´telt, Hadamard he´zagok esete´n. Exponencia´lisna´l lassabban no¨vo˝
nk esete´n a permuta´cio´-invariancia diofantoszi felte´tele igen bonyolultta´ va´lik (egy
konkre´t pe´lda´t vizsga´ltunk [40]-ben), de [36]-ban megmutattuk, hogy statisztikai
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e´rtelemben ”majdnem minden” nk sorozat rendelkezik ezzel a tulajdonsa´ggal.
Trimming
Trimming a statisztika egyik re´gi elja´ra´sa, mellyel a statisztikai minta´kban
elo˝fordulo´ nagy elemek hata´sa cso¨kkentheto˝; gyakran haszna´lja´k pl. robusztus
becsle´sek konstrua´la´sa´ra. A megny´ırt i.i.d. sorozatok elme´lete´vel a 70-es e´s 80-
as e´vekben sokan foglalkoztak e´s e va´ltozo´k aszimptotikus elme´lete´nek legto¨bb
alapveto˝ proble´ma´ja megolda´st nyert. Az egyetlen kive´tel a ”modulus trimming”
esete, mikor a centra´lis hata´reloszla´ste´tel pontos felte´tele csak szimmetrikus va´lto-
zo´k esete´n ismert, az a´ltala´nos eset ne´ha´ny ellenpe´lda´to´l eltekintve nyitva maradt.
[28] dolgozatunkban azt mutatjuk meg, hogy ha ve´letlen norma´lo´ faktort is megen-
gedu¨nk, akkor a stabilis elosza´s vonza´si tartoma´nya´ba eso˝ va´ltozo´k esete´n a cent-
ra´lis hata´reloszla´ste´tel mindennemu˝ szimmetriafelte´tel ne´lku¨l igaz. Ennek fontos
ko¨vetkezme´nyeke´nt igazoljuk, hogy a megny´ırt CUSUM statisztika ilyen esetek-
ben aszimptotikusan norma´lis, ami leheto˝ve´ teszi to¨bb statisztikai pro´ba ve´gtelen
szo´ra´su´ va´ltozo´kra valo´ kiterjeszte´se´t.
Pszeudove´letlense´g e´s metrikus entro´pia
Mauduit e´s Sa´rko¨zy 1997-ben bevezette´k a pszeudove´letlense´g egy u´j me´rte´-
ke´t, az u´n. ”well-distribution measure”-t, mely egy sorozat sza´mtani re´szsorozatai
egyenletes eloszla´sa´t me´ri. [6] dolgozatunkban ezt a fogalmat az ege´sz sza´mok re´sz-
sorozatainak tetszo˝leges A oszta´lya´ra a´ltala´nos´ıtottuk, e´s diszkrepancia´ra vonat-
kozo´ eredme´nyeinket kiterjesztettu¨k ezen u´j W
(A)
N me´rte´kre. Megmutattuk, hogy
W
(A)
N nagysa´ga szorosan o¨sszefu¨gg az A oszta´ly entro´piafu¨ggve´nye´vel e´s sza´mos
becsle´st adtunk a W
(A)
N ({nkω}) mennyise´gre he´zagos e´s nem he´zagos (nk) soroza-
tok esete´n.
Ve´letlen kombinatorikai struktu´ra´k, gra´fok e´s hipergra´fok
A [4] cikkben a Katona e´s Mo´ri a´ltal kora´bban bevezetett ve´letlen gra´f-modell
tova´bbfejlesztett va´ltozata´t vizsga´ljuk. Kora´bban ma´r meghata´roztuk to¨bbek
ko¨zo¨tt az aszimptotikus foksza´meloszla´st, ezu´ttal pedig azt vizsga´ltuk, hogyan
mo´dosul a foksza´meloszla´s karakterisztikus kitevo˝je, ha nem az ege´sz gra´fban,
hanem csak a kiindula´si pont ko¨zele´ben levo˝ pontokat figyelju¨k meg.
Buksza´r e´s Pre´kopa vezette´k be az u´n. cseresznyefa´kat, amelyek seg´ıtse´ge´vel
Bonferroni-t´ıpusu´ harmadrendu˝ felso˝ becsle´seket adtak ve´letlen eseme´nyek egyu¨t-
tes beko¨vetkeze´se´nek valo´sz´ınu˝se´ge´re. A cseresznyefa fogalma´t tova´bbfejlesztve
Buksza´r multifa´kat vizsga´lt, magasabb rendu˝ korla´tok konstrua´la´sa ce´lja´bo´l. A
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[34] cikkben egy az ido˝ben fejlo˝do˝ ve´letlen rekurz´ıv multifa-folyamatot tekintu¨nk,
’preferential attachment’ jellegu˝ dinamika´val. Meghata´rozzuk az aszimptotikus
foksza´meloszla´st a gra´f ege´sze´ben e´s a kiindula´si konfigura´cio´ szomsze´dsa´ga´ban is.
Amint azt ma´s ska´lafu¨ggetlen ve´letlen gra´fokna´l is tapasztaltuk, a ke´t foksza´m-
eloszla´s karakterisztikus kitevo˝je ezu´ttal sem egyezik meg.
A [4] e´s a [34] cikkben is tapasztalt jelense´g a´ltala´nos okait vizsga´lja a [39]
cikk. Sza´mos ska´lafu¨ggetlen ve´letlen gra´fban az aszimptotikus foksza´meloszla´s
e´s a karakterisztikus kitevo˝ megva´ltozik, ha nem a gra´f ege´sze´t, csak a csu´csok
egy kisebb re´szhalmaza´t tudjuk megfigyelni. (Ez mutatja a nagyme´retu˝ ha´lo´zatok
statisztikai elemze´se´nek a lehetse´ges vesze´lyforra´sait.) Igen a´ltala´nos ko¨ru¨lme´nyek
ko¨zo¨tt ele´gse´ges felte´teleket adunk arra, hogy a kiva´lasztott re´szhalmazon 1 valo´-
sz´ınu˝se´ggel le´tezze´k aszimptotikus foksza´meloszla´s, e´s meghata´rozzuk az u´j karak-
terisztikus kitevo˝t is.
A [46] cikkben a ko¨vetkezo˝ ve´letlen gra´f-modellt vizsga´ljuk: a gra´f pontjainak
a halmaza {1, 2, . . . , T}, e´s az (i, j) e´leket egyma´sto´l fu¨ggetlenu¨l, pi,j valo´sz´ınu˝-
se´ggel hu´zzuk be, ahol
pt,u
1− pt,u
= αtαu, e´s α1, . . . , αT a gra´f pontjaihoz tar-
tozo´ tetszo˝leges pozit´ıv su´lyok. Ebben a modellben a foksza´msorozat ele´gse´ges
statisztika. A modellt a leguto´bbi ido˝kben egyma´sto´l fu¨ggetlenu¨l to¨bben is be-
vezette´k e´s statisztikai elemze´snek vetette´k ala´. Csatlakozva ezekhez a vizsga´-
latokhoz megmutatjuk, hogy ha a foksza´msorozat az Erdo˝s–Gallai felte´tel a´ltal
meghata´rozott politop belseje´be esik, akkor le´tezik egye´rtelmu˝ maximum-likeli-
hood becsle´s az αi su´lyokra e´s az konzisztens.
A [24] konferenciaelo˝ada´sban olyan ve´letlen modellt vizsga´ltunk, amelyet a
tudoma´nyos publika´cio´s teve´kenyse´g motiva´lt. Ez no¨vekvo˝ sza´mu´ objektumot
tartalmaz, melyek ve´letlen su´llyal vannak ella´tva. A modell ve´letlen fejlo˝de´se´t a
su´lyokto´l fu¨ggo˝ dinamika veze´rli, me´gpedig oly mo´don, hogy a su´lyok tapasztalati
eloszla´sa 1 valo´sz´ınu˝se´ggel gyenge´n konverga´l, e´s a hata´reloszla´s farka regula´risan
va´ltozo´. A valo´sz´ınu˝se´gi meggondola´sok o¨nmaga´ban is e´rdekes, felu´j´ıta´si t´ıpusu´
rekurzio´ra, illetve integra´legyenletre vezetnek. Az eredme´nyeket tartalmazo´ (Back-
hausz A´gnessel ko¨zo¨s) publika´cio´ elo˝ke´szu¨letben van.
Egyenlo˝tlense´gek
A [2], [3], [9] e´s [23] cikkben analitikus egyenlo˝tlense´gekkel foglalkozunk,
ezek alkalmaza´saikban e´s a bizony´ıta´sban felhaszna´lt mo´dszereken keresztu¨l kap-
csolo´dnak a valo´sz´ınu˝se´gsza´mı´ta´s teru¨lete´hez.
Pachpatte egy cikke´ben lina´ris egyenlo˝tlense´geket bizony´ıtott korla´tos za´rt
intervallumon e´rtelmezett konvex fu¨ggve´nyekkel kapcsolatos bizonyos integra´lokra.
A [3] cikkben ezt megjav´ıtva pontosan meghata´rozzuk az egyenlo˝tlense´g ke´t olda-
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la´n szereplo˝ mennyise´gek lehetse´ges e´rte´keinek a halmaza´t, eza´ltal tova´bb ma´r
nem jav´ıthato´, e´les egyenlo˝tlense´geket kapunk.
A [2] cikkben a konvexita´si mo´dszert szorzatfu¨ggve´nyekre tova´bbfejlesztve
nemnegat´ıv konvex, illetve konka´v fu¨ggve´nyek szorzata´nak integra´lja´ra adunk
pontos also´ e´s felso˝ egyenlo˝tlense´geket a ku¨lo¨n-ku¨lo¨n vett integra´lok szorzata´nak
fu¨ggve´nye´ben. Ezek a becsle´sek e´les´ıtik a klasszikus Csebisev- e´s Gru¨ss-egyenlo˝t-
lense´get.
A [9] cikkben nemnegat´ıv sza´mok su´lyozott hatva´nyo¨sszege e´s a su´lyozott
o¨sszegu¨k tetszo˝leges pozit´ıv fu¨ggve´nye ko¨zo¨tti egyenlo˝tlense´geket bizony´ıtunk mind-
ke´t ira´nyban, ezzel jelento˝sen a´ltala´nos´ıtva Qi e´s Shi kora´bbi eredme´nyeit.
Q. A. Ngoˆ et al. 2006-ban publika´lta´k integra´legyenlo˝tlense´gu¨ket, amely ro¨vid
ido˝ leforga´sa alatt sza´mos a´ltala´nos´ıta´st e´s tova´bbfejleszte´st ihletett. A [23] cikk-
ben u´j megko¨zel´ıte´st alkalmazva egy messzemeno˝en a´ltala´nosabb egyenlo˝tlense´get
bizony´ıtunk, amely specia´lis esetke´nt tartalmazza az o¨sszes kora´bbi eredme´nyt.
A [19], [20], [21] e´s [38] cikkekben valo´sz´ınu˝se´gsza´mı´ta´si egyenlo˝tlense´geket
bizony´ıtunk.
A [19] cikkben ezekre a kevere´keloszla´sokra vezetu¨nk le Bienayme´–Csebisev-
t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´geket, tova´bba´ becsle´st adunk az origo´t tartalmazo´ tetszo˝leges
ellipszishez tartozo´ valo´sz´ınu˝se´gre is.
A [19] cikkben Csebisev-t´ıpusu´ farokbecsle´seket bizony´ıtunk egy olyan to¨bb-
dimenzio´s eloszla´scsala´dra, amely a sztochasztikus modelleze´sben fontos szerepet
ja´tszik, me´gpedig a to¨bbdimenzio´s standard norma´lis eloszla´s ska´latranszforma´lt-
jaira. Haba´r a sokdimenzio´s ve´letlen jelense´gek matematikai vizsga´lata´ban a
to¨bbva´ltozo´s norma´lis eloszla´s rendk´ıvu¨l fontos e´s ne´pszeru˝, sza´mos olyan fontos
teru¨let van (pl. a biztos´ıta´si vagy a pe´nzu¨gyi matematika), amelyben a szereplo˝
ido˝sorok eloszla´sa ”heavy tail” t´ıpusu, ı´gy a norma´lis ko¨zel´ıte´s nem megfelelo˝. A
norma´lis eloszla´s ska´lakevere´kei ko¨zo¨tt azonban ma´r heavy tail eloszla´sok is meg-
tala´lhato´k. A ko¨zo¨lt egyenlo˝tlense´gekben az eloszla´s csak a kovarianciama´trixa´n
keresztu¨l szerepel. A szoka´sos vizsga´latokkal szemben, ahol a kevero˝ eloszla´s
egy ro¨gz´ıtett determinisztikus ma´trix ve´letlen skala´rszorosa, itt tetszo˝leges pozit´ıv
definit ma´trix e´rte´ku˝ kevero˝ eloszla´st engedu¨nk meg. A´ltala´nosabban, hasonlo´
becsle´st vezetu¨nk le tetszo˝leges olyan ellipszoidhoz tartozo´ valo´sz´ınu˝se´ge´re, amely
tartalmazza az origo´t.
A [20] cikkben ke´t diszkre´t valo´sz´ınu˝se´geloszla´s elte´re´se´t vizsga´ljuk, ha ismert
a genera´torfu¨ggve´nyeik szupre´mum-ta´volsa´ga a [0, 1] intervallumon. Az eloszla´sok
elte´re´se´t varia´cio´s ta´volsa´ggal, illetve ro¨gz´ıtett k mellett a k-adik tagok ku¨lo¨nb-
se´ge´vel me´rju¨k. Levezetu¨nk mind also´, mind felso˝ becsle´seket. Ilyen jellegu˝
becsle´sekre akkor van szu¨kse´g, amikor szita-mo´dszereket alkalmaznak Poisson-
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approxima´cio´hoz. Ehhez a kutata´shoz kapcsolo´dik a [38] cikk is, amelyben a
farokra vonatkozo´ alkalmas felte´telek mellett pontosan tiszta´zzuk, milyen nagyok
lehetnek egy a´ltala´nos valo´s sorozat tagjai a genera´torfu¨ggve´ny sup-norma´ja fu¨gg-
ve´nye´ben.
A [21] cikkben Csuprunov e´s Fazekas egy eredme´nye´hez kapcsolo´dva e´les
becsle´st adunk egy valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´ adott rendu˝ centra´lis momentuma´ra, ha
ismert az ugyanolyan rendu˝ centra´lis momentum egy ma´sik valo´sz´ınu˝se´gi me´rte´kre
vonatkozo´an. Ku¨lo¨n megvizsga´ljuk azt a specia´lis esetet, amikor a felte´teles mo-
mentumokat becsu¨lju¨k a ko¨zo¨nse´ges momentumokkal.
Matematikai modellek az o¨kolo´gia´ban
Amikor egy opportunisztikus ragadozo´ egy adott t´ıpusu´ zsa´kma´nyt keres, de
egy ma´sik faj egyede´vel tala´lkozik, kihaszna´lja a ve´letlenu¨l ado´do´ leheto˝se´get. A
[32] cikkben egy sztochasztikus modell kerete´ben meghata´rozzuk az opportunizmus
optima´lis szintje´t az egy ragadozo´, ke´tfe´le zsa´kma´ny esetben, a zsa´kma´nyfajok
denzita´sa´nak fu¨ggve´nye´ben.
A [47] cikkben egy evolu´cio´s ja´te´kot definia´lunk, amelyben a bevezetett szto-
chasztikus modell matematikai elemze´se azt mutatja, hogy az ir´ıgyse´g e´s a jo´te´-
konysa´g strate´gia´ja a darwini verseny ko¨vetkezme´nyeke´nt ado´dik.
Tova´bbi eredme´nyek
[29] dolgozatunkban az arkusz szinusz te´tel funkciona´lis va´ltozatait igazoljuk
fu¨ggo˝ va´ltozo´k esete´n.
[27]-ben also´-felso˝ oszta´ly eredme´nyeket igazolunk fu¨ggetlen, azonos eloszla´su´,
standardiza´lt va´ltozo´k Sn =
∑n
k=1 wkXk su´lyozott re´szleto¨sszegeire, ma´s szo´val
szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges felte´teleket adunk arra, hogy az Sn ≥ snϕ(sn) egyenlo˝tlense´g




k, e´s ϕ egy
no¨vekvo˝ fu¨ggve´ny. A wk = 1 (k = 1, 2, . . .) esetre vonatkozo´ krite´riumot Kol-
mogorov (1935) adta meg. E´rdekes mo´don, a su´lyozott esetben nem a wk su´lyok
nagysa´grendje, hanem a sza´megyenesen vett eloszla´sa a le´nyeges.
Hasonlo´ proble´ma´val foglalkozik a [42] cikku¨nk, ahol szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges
felte´telt adunk arra, hogy a
∑n
k=1 wkXk o¨sszegekre teljesu¨ljo¨n a nagy sza´mok ero˝s
to¨rve´nye abban az esetben, amikor a su´lyok egy addit´ıv sza´melme´leti fu¨ggve´ny
seg´ıtse´ge´vel vannak megadva.
[5]-ben optima´lis felte´telt adunk arra, hogy egy GARCH folyamatra teljesu¨ljo¨n
a centra´lis hata´reloszla´ste´tel.
[13]-ban nemstaciona´rius RCA(1) (ve´letlen egyu¨tthato´ju´ autoregressz´ıv) fo-
lyamatok parame´terbecsle´se´vel foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy a szoka´sos el-
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ja´ra´sokkal az εj hibava´ltozo´k szo´ra´sa nem becsu¨lheto˝ konzisztensen. Igazoljuk
tova´bba´, hogy a kva´zi-maximum likelihood mo´dszer konzisztens e´s aszimptotiku-
san norma´lis becsle´st ad a loka´cio´s e´s szo´ra´sparame´ter esete´n.
[16]-ban fu¨ggo˝ valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k o¨sszege´re e´s annak inverze´re vonatkozo´
Bahadur-Kiefer folyamat integra´lja´ra, az u´n. Vervaat folyamatra adtunk ero˝s in-
variancia te´telt, a´ltala´nos´ıtva a fu¨ggetlen va´ltozo´kra vonatkozo´ hasonlo´ eredme´-
nyeket.
[11]-ben egy CUSUM tesztet konstrua´lunk linea´ris folyamatok kovariancia-
struktura´ja´nak megva´ltoza´sa´ra.
Ve´gu¨l [1]-ben felte´teleket adtunk sztochasztikus rekurrencia´val definia´lt folya-
matok stacionarita´sa´ra, melynek az ido˝sorelme´letben vannak alkalmaza´sai.
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